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ある分数関数の出生の秘密 
 斎 木 清 治        

【抄 録】微分法を用いてその増減を調べる(1次式)/(2次式)の形の分数関数のうち，分母の判

別式が負であるような関数について，それが有理数で極値を持つように係数決定をする方法と，

その背景を明らかにした． 
 

【キーワード】  数学 微分法 関数 極値 問題作成 

 

 

1 はじめに 

 微分法を用いてその増減を調べる分数関数に

ついて，かつて明らかにしたことがらがある 1)．

その中のあるタイプの分数関数について，図形

的な意味を考察することができた．  

 

2 かつて明らかにしたことの概略 
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関数は，グラフが次のようであって，必ず極大

値と極小値を持つ． 
 

 

  
 
 
 
 

 その極値を与えるx の値が“きれいな”値であ

るためには，(y′の分子)＝0 から，2 次方程式 

022 2222 =++−+ )( bpaqapbxax  の実数解が

“きれいな”値であること，すなわち判別式か

ら 2224 )(/ bapqaD ++= が完全平方数である

ことが必要十分である． 

 具体的には ),,,( qpba の組合せとして 

 (i) 0=+bap  とし，q を整数とする． 

  ),,,(),,,,( 12211111 −− ， ),,,( 2001  

  など． 

 (ii) bapaq +, をピタゴラス数の小さい 2 

  数とする． 

  ),,,(),,,,( 10341043 ±± など． 

 (iii) その他  

),,,( 3102 ± など． 

が挙げられる． 

 

3 関連するある問題 

 次の問題を考えよう． 

 平面上の定点A ),( ts ( 0≠st )を通る傾

きmの直線 l と

原点Oとの距離 

OH d= の最大値

と最小値を求め

よ．  
 

 まずは計算によって，解いてみよう． 
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極大値 22 ts
t
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 ところで， 2222 0 tsssmf
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±∞→

,)(lim  

であるから )(mf の最大値は， 22 ts
t
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⎠
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⎝
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⎠
⎞⎜

⎝
⎛
s
tf である．よって，d は最大値
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22 ts + ，最小値 0をとる． 

 

 しかし，この問題は図を考えれば答はすぐに

分かる． l が原点 O を通るとき， 0=d となっ

てこれが最小値．また， l が線分 OA に垂直な

とき d＝OA でこれが最大値である． 

 

4 この形の分数関数を探す 

 2 で取りあげた形の分数関数が，3 の問題の中

に隠れている． 

 それは，
1

2
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+
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m
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ある． 

 実際，この右辺に 
q
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 したがって，3 の問題を利用して 2 で取りあ

げた形の関数を作ることが出来， ts, を“きれ

いな”値にとれば，“きれいな”値で極値を持つ

この形の分数関数を作ることが出来るというわ

けである． 

 

5 この形の関数を作る 

  関数を作るためには，直線 l の方程式が単純

な方が作り易い．3 の問題で点 A が原点 O に来

るように全体を平行移動し， ts, の符号を変え

て， 

  直線 mxy = と点 P ),( ts との距離 

で考えるとよい． 

【例 1】 点 P ),( 11 を考えると 
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は P の座標から， 1±=x で極値を持つはずであ

る．実際，グラフは次の通りである． 
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【例 2】 点 P ),( 21 を考えると 
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x
xxf )( を作ることが出来る(符号を変え

た)．これは P の座標から，
2
12 −= ,x で 

極値を持つはずである．実際，グラフは次の 
通りである． 

 

 

【例 3】【例 1】で作った関数に対して平行移動

を加えてx に 1−x を代入すれば 

11
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2 +−
−−=
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)()(

x

x
xf が得られる． 

 この関数は 20,=x 極値を持つ． 

 

【例 4】【例 2】で作った関数
1
34

2 +
−=

x
xxf )( に

対して
2
ux = を代入し，4 で割って変数uをx

に変えれば
4
32

2 +
−=

x
xxf )( が得られる． 

 この関数は 41,−=x で極値を持つ． 

x 

y

 O

-1

4

 
 ここで示したような方法によって，バラエテ

ィに富んだ関数を作ることが出来る． 
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6 かつて明らかにしたこととの関連 

 2 の(i)は 0=+ts の場合で，4 の最後に示し

た式のうち s と t  を t
q
as −=−=
2

 とした形

になっている．つまり，点 P が直線 0=+yx  上

にある場合である． 

 ところが，この方法で作り，【例 4】のよう

な変形を行ったとき，できる関数
22 qx
bax

+
+ の 2q

を平方数でない数 )( 0>k にするためには，【例

4】の方法で代入する式を
k
ux = とすること

になる．これだと，分子の式に根号が入り込む

ことになる．そこで，2 の(iii)のタイプの関数を

作るには，
k
aa ′= のような形になっていると

よい．よって， ts, のいずれか一方を，
k
r (r

：有理数)の形の数にとればよい． 

  実際，2 の(iii)の関数における， tsm ,, を求 

めてみると， 1
3
1

3
1 −==−= tsxm ,, であ 

る． 

 逆に，例えば P ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
1

5
1 , として

)(
)(

15

522
2 +

−

m

m
 

が出来，
5
xm = を代入すると 
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)()( という関数が得られる． 

 この関数のグラフは次のようで， 51,−=x で

極値を持つ． 
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7 この関数の逆数の関数 

  ここで作った関数の逆数をとった関数は，
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21 となり，

これは 2 直線 ,
a
bx −=

2
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bap
a
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線とする双曲線をグラフに持つ．しかも，極大

値・極小値を 1 つずつ持ち，それを与えるx の

値は )(xf の極値を与えるx の値に等しい． 

 従って，そのようなタイプの関数決定に利用

することもできるが，他の方法が使いやすい関

数を作ることが出来るように思われる 1)． 

【例 5】【例 4】で作った関数
1
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x
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の逆数の関数
34
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+=

x
xy のグラフが次の太線

である． 
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